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ABSTRACT 
Let 𝐺 =  (𝑉, 𝐸) be a connected graph and 𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺).  For a vertex v ∈ V(G) and an ordered k-partition Π =
{𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘} of 𝑉(𝐺), the representation of v with respect to Π is the k-vector 𝑟(𝑣|𝛱 =
 (𝑑(𝑣, 𝑆1), 𝑑(𝑣, 𝑆2), . . . , 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘)), where d(v,Si) denotes the distance between v and Si. The k-partition Π is said to be 
resolving if for every two vertices 𝑢, 𝑣  𝑉(𝐺), the representation 𝑟(𝑢|П)  𝑟(𝑣|Π). The minimum k for which there is 
a resolving k-partition of 𝑉(𝐺) is called the partition dimension of 𝐺, denoted by 𝑝𝑑(𝐺). The wheel graph 𝑊𝑛 𝑜𝑛 𝑛 +
 1 vertices with 𝑉(𝑊𝑛)  =  {𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}. Let 𝑙2, 𝑙2, … , 𝑙𝑛be non-negative integers, 𝑙𝑖 ≥  1, for 𝑖  {0,1,2, . . . , 𝑛}. The 
thorn graph of the graph Wn, with parameters 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙𝑛 is obtained by attaching li new vertices of degree one to 
the vertex vi of the graph Wn. The thorn graph is denoted by 𝑇ℎ(𝑊𝑛, 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙𝑛). In this paper we give the upper 
bounds for the partition dimension of 𝑊3 and 𝑊4 denoted by 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)) and 
𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊4, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4)). 
Keywords : Partition Dimension, Resolving Partition, Thorn Graph, Wheel Graph. 
 
ABSTRAK 
Misalkan  𝐺 merupakan  suatu  graf terhubung dan  𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺).   Selanjutnya  misalkan  terdapat sebuah  
titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). Maka  jarak  titik  𝑣 terhadap 𝑆 didefinisikan  sebagai 𝑑(𝑣, 𝑆) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑣, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑆}.   Misalkan  
himpunan  titik 𝑉(𝐺)  dipartisi  menjadi  beberapa  partisi,  sebut  𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘.  Notasikan  Π sebagai suatu  
himpunan  terurut dari  k-partisi,  tulis   Π = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘}.   Misalkan terdapat sebuah  titik  v di G, maka  
representasi  v terhadap Π didefinisikan  se- bagai  𝑟(𝑣|𝛱)   =  (𝑑(𝑣, 𝑆1), 𝑑(𝑣, 𝑆2), . . ., 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘 )).   Jika  setiap  
titik  yang berbeda di 𝐺 mempunyai  representasi  yang berbeda  terhadap Π, maka Π disebut  sebagai partisi  
penyelesaian.  Kardinalitas minimum dari k-partisi  penyelesaian terhadap 𝑉 (𝐺) disebut dengan dimensi 
partisi dari 𝐺, dinotasikan  dengan 𝑝𝑑(𝐺).  Misalkan 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛  adalah  bilangan-bilangan  bulat  positif dan  
𝐺 adalah  suatu  graf dengan 𝑉 (𝐺)  =  {𝑣1, 𝑣2 , . . . , 𝑣𝑛 }.  Thorn  dari graf G, dengan parameter 𝑙1, 𝑙2 , . . . , 𝑙𝑛 
diperoleh dengan  menambahkan daun  sebanyak  𝑙𝑖  ke titik  𝑣𝑖   dari  graf 𝐺 untuk 𝑖 ∈  {1, 2, . . . , 𝑛}.  Graf   
thorn  dari graf 𝐺 dinotasikan  dengan . 𝑇ℎ(𝐺, 𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑛). Pada  kajian ini akan  ditentukan dimensi partisi  
graf thorn  dari graf roda 𝑊3  dan 𝑊4  dinotasikan  𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)) dan 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊4, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4)). 
Kata Kunci : Dimensi Partisi, Partisi Penyelesaian, Graf  Thorn, Graf Roda. 
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I. PENDAHULUAN 
Suatu graf 𝐺 merupakan  pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dimana 𝑉 adalah himpunan  tak  
kosong dari titik-titik pada  graf 𝐺 dan 𝐸  adalah  himpunan  sisi yang menghubungkan sepasang  
titik  di 𝐺. Himpunan  titik  di 𝐺  dinotasikan  dengan 𝑉(𝐺),  sedangkan  himpunan  sisi dinotasikan  
dengan  𝐸(𝐺).  Graf 𝐺 dapat  ditulis sebagai 𝐺 = (𝑉, 𝐸). 
 
Partisi  dari suatu himpunan titik 𝑉(𝐺) adalah himpunan bagian tak kosong sedemikan  
sehingga 𝑉1(𝐺) ∪ 𝑉2(𝐺) ∪ 𝑉3(𝐺) ∪ … = 𝑉(𝐺) dan  𝑉𝑖(𝐺) ∩ 𝑉𝑗(𝐺) = ∅, dimana 𝑖 ≠ 𝑗. Misalkan 𝐺 
merupakan  suatu  graf terhubung dan 𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺).  Selanjutnya  misalkan  terdapat sebuah  titik 
𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). Maka  jarak  titik  𝑣 terhadap 𝑆 didefinisikan sebagai 𝑑(𝑣, 𝑆) = min{𝑑(𝑣, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑆}. 
Misalkan  himpunan  titik  𝑉(𝐺)  dipartisi  menjadi  beberapa  partisi,  sebut   𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝐾. Notasikan 
Π sebagai  suatu  himpunan  terurut dari  k-partisi,  tulis  Π = 𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝐾. Misalkan terdapat 
sebuah titik 𝑣 di 𝐺, maka representasi 𝑣 terhadap Π didefinisikan sebagai 𝑟(𝑣|Π) =
(𝑑(𝑣, 𝑆1), 𝑑(𝑣, 𝑆2), … , 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘)). Jika setiap titik yang berbeda di 𝐺 mempunyai representasi  yang 
berbeda terhadap Π, maka Π disebut sebagai partisi penyelesaian.  Kardinalitas minimum dari k-
partisi penyelesaian  terhadap 𝑉(𝐺) disebut  dengan  dimensi partisi  dari 𝐺, dinotasikan dengan 
𝑝𝑑(𝐺). 
 
Lema 1. [2] Misalkan Π adalah  partisi  penyelesaian  dari  𝑉(𝐺)  dan  𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺).  Jika 
𝑑(𝑢, 𝑤) = 𝑑(𝑣, 𝑤) untuk semua titik-titik  𝑤 ∈ 𝑉(𝐺)\{𝑢, 𝑣} maka 𝑢 dan 𝑣 termasuk  pada kelas 
berbeda dari Π.  
 
II. METODE PENELITIAN 
Metode Penelitian pada kajian ini adalah studi  literatur dan  mengumpulkan   referensi yang  
relavan  sebagi  sumber utama. Memahami definisi terminologi dalam teori graf  dan dimensi partisi  
dari graf. Menentukan dimensi partisi  dari graf thorn  graf roda 𝑊3 dan 𝑊4. Menyimpulkan hasil 
yang diperoleh dari penentuan dimensi partisi dari graf thorn  graf roda 𝑊3 dan 𝑊4. 
 
III. HASIL 
Misal diberikan  suatu  graf roda  𝑊𝑛  dengan  (𝑉(𝑊𝑛) = {𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑛 dengan  𝑛 ≥ 3.  
Untuk  mengkonstruksi  graf thorn  dari  graf roda  𝑊𝑛 , dinotasikan 𝑇ℎ(𝑊𝑛, 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙𝑛) dengan  
parameter 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙𝑛 , yaitu  dengan  menambahkan daun sebanyak 𝑙𝑖 ke titik  𝑙𝑗   dari graf 𝑊𝑛 
untuk 𝑖 ∈ {0,1, … , 𝑛} dimana 𝑙𝑖 adalah bilangan-bilangan  bulat  positif.  Jadi  
 
𝑉(𝑇ℎ(𝑊𝑛, 𝑙0, 𝑙1 , … , 𝑙𝑛) = {𝑣𝑖|𝑖 = 0,1, … , 𝑛}⋃{𝑣𝑖𝑗|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑙𝑖}  
𝐸(𝑇ℎ(𝑊𝑛, 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙𝑛) = {𝑣0𝑣𝑖|0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}⋃{𝑣𝑗𝑣𝑗+1|1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 − 1}⋃{𝑣1𝑣𝑛}  
⋃{𝑣𝑘𝑣𝑘𝑡|𝑜 ≤ 𝑘 ≤ ,1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑙𝑡} 
130 
 
Karena |𝑉(𝑊𝑛)| = 𝑛 + 1 dan |𝐸(𝑊𝑛)| = 2𝑛 serta penambahan daun sebanyak 𝑙𝑖 ke titik 𝑣𝑖 
dari graf 𝑊𝑛 maka 
𝑉(𝑇ℎ(𝑊𝑛, 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙𝑛) = (𝑛 + 1) + ∑ 𝑙𝑖
𝑛
𝑖=0
 
𝐸(𝑇ℎ(𝑊𝑛, 𝑙0, 𝑙1, … , 𝑙𝑛) = 2𝑛 + ∑ 𝑙𝑖
𝑛
𝑖=0
 
 
Teorema 1. M isalkan 𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) adalah graf thorn  dari  graf roda 𝑊3 dengan  𝑙𝑖 adalah 
bilangan-bilangan bulat positif untuk 𝑖 ∈ {0,1,2,3}. Notasikan 𝑙𝑚𝑎𝑥 adalah  maksimum  dari  𝑙𝑖 . Dimensi 
partisi graf 𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) adalah sebagai berikut: 
 
 
      
 
 
 
 
 
Gambar 1: Graf 𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) 
Bukti. Misalkan 𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) adalah  graf thorn  dari graf roda 𝑊3, dengan  𝑙𝑖  adalah  
bilangan-bilangan   bulat positif  untuk 𝑖 ∈ {0,1,2,3}. Akan dibuktikan dimensi partisi  dari graf 
𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) adalah  sebagai berikut  : 
 
Kasus 1.  Akan ditunjukkan bahwa (𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)) = 4, untuk  𝑙𝑚𝑎𝑥 = 1,2,3 𝑎𝑡𝑎𝑢 4 . 
Karena  𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) = 𝑃𝑛 , maka 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) > 2.  Jika  
𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) = 3, maka  akan  ditemukan  sedikitnya  dua titik  di 𝑊3  dengan 
representasi  yang sama.  Jadi  haruslah setiap  titik  di 𝑊3 berada  di partisi  yang berbeda.  
Untuk  itu,  setidaknya  ada  empat partisi sehingga 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) ≥  4. 
 
Kemudian  akan ditunjukkan 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) ≤  4. Misalkan dikonstruksi partisi 
penyelesaian dari graf 𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) adalah Π = {𝑆0, 𝑆1, 𝑆2 , 𝑆3 }, terdapat 𝑆𝑖 =
 {𝑣𝑖 , 𝑣𝑘(𝑖+1)|0 ≤  𝑘 ≤  3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  𝑠𝑢𝑎𝑡𝑢  𝑘(𝑖 +  1)} dimana 0 ≤  𝑖 ≤  3. Misalkan 𝑆0 = {𝑣0 , 𝑣01 , … , 𝑣31}.  
Setiap titik yang berada di partisi yang berbeda akan mempunyai representasi  yang berbeda 
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terhadap Π. Misalkan titik 𝑣01 dan 𝑣02 , karena (𝑣01, 𝑆0) = 𝑑(𝑣02, 𝑆0) maka 𝑟(𝑣01|Π) = 𝑟(𝑣02|Π).  
Kemudian  perhatikan titik yang berada  di partisi  yang sama, misalkan 𝑣0  dan 𝑣01 , karena 
(𝑣01, 𝑆1) = 𝑑(𝑣0, 𝑆1) + 1, maka  𝑟(𝑣01|Π) = 𝑟(𝑣0|Π).  Dengan cara yang sama diperoleh representasi 
dari setiap titik berbeda terhadap Π, sehingga 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1 , 𝑙2, 𝑙3)) ≤  4. Karena 
(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)) ≥  4 , 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) ≤  4, maka diperoleh 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) =
 4. 
 
Kasus  2. Akan  ditunjukkan bahwa  𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)) = 𝑙𝑚𝑎𝑥  , untuk 𝑙𝑚𝑎𝑥 ≥  5. Setiap  
daun  di titik 𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥 harus  berada  di partisi  yang  berbeda,  karena jika  tidak  maka  akan  
terdapat minimal  dua  titik  yang  mempunyai  represen- tasi  yang  sama  terhadap Π.   Untuk  
itu,  setidaknya  ada  lmax  partisi,  sehingga 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) ≥ 𝑙𝑚𝑎𝑥. 
 
Kemudian  akan  ditunjukkan 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3))   ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥 .  Misalkan  dikonstruksi partisi 
penyelesaian dari graf 𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)   adalah 𝛱 = {𝑆0, 𝑆1 , . . . , 𝑆𝑙𝑚𝑎𝑥−1}, terdapat:  
 
𝑆𝑖 = {𝑣𝑖 , 𝑣𝑘(𝑖+1)|0 ≤ 𝑘 ≤ 3, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑢𝑎𝑡𝑢 𝑘(𝑖 + 1)} dimana  0 ≤  𝑖 ≤  3,  
𝑆𝑡 = {𝑣0(𝑡+1), 𝑣1(𝑡+1), 𝑣2(𝑡+1), 𝑣3(𝑡+1)|4 ≤ 𝑡 ≤ 𝑙𝑚𝑎𝑥 − 1}  untuk  suatu  t. 
 
Misalkan 𝑆0 = {𝑣0, 𝑣01, … , 𝑣31} Karena  setiap  titik  berada  di partisi  yang berbeda maka 
representasi  titik tersebut  terhadap Π akan berbeda.  Misalkan terdapat  titik  𝑣01, 𝑣02, … , 𝑣1𝑙𝑚𝑎𝑥  
maka (𝑣01, 𝑆0) = 𝑑(𝑣1𝑙𝑚𝑎𝑥 , 𝑆0)  sehingga 𝑟(𝑣01|Π) = 𝑟(𝑣1𝑙𝑚𝑎𝑥|Π).  Dengan cara yang sama diperoleh 
representasi dari setiap titik  berbeda terhadap Π, sehingga 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)) ≤  𝑙𝑚𝑎𝑥 . 
Karena 𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1 , 𝑙2, 𝑙3)) ≥ 𝑙𝑚𝑎𝑥   𝑑𝑎𝑛   𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)) ≤  𝑙𝑚𝑎𝑥 , dengan demikian 
𝑝𝑑(𝑇ℎ(𝑊3, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3)) = 𝑙𝑚𝑎𝑥.  ∎  
 
Teorema 2 . M isalkan 𝑇ℎ(𝑊4, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4)  adalah  graf  thorn  dari  graf roda  𝑊4  dengan 
𝑙𝑖  adalah  bilangan-bilangan  bulat positif untuk 𝑖 ∈  {0, 1, 2, 3, 4}. Notasikan  lmax  adalah  
maksimum  dari  𝑙𝑖,  vlmax  adalah  titik  dengan  𝑙𝑚𝑎𝑥 ,  dan |𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥  | adalah banyaknya titik 
𝑣𝑙𝑚𝑎𝑥  . Maka dimensi partisi graf 𝑇ℎ(𝑊4, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4) ditunjukkan pada Gambar 2.  
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Gambar 2: Graf 𝑇ℎ(𝑊4, 𝑙0, 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4) 
Bukti : Dengan cara yang sama seperti Kasus 1 pada Teorema 1.  
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IV. KESIMPULAN 
Pada kajian ini telah diperoleh dimensi partisi graf thorn dari graf roda 𝑊3 adalah 
 
 
 
Dan diperoleh dimensi partisi graf thorn dari graf roda 𝑊4 sebagai berikut : 
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